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OSZTALYBA SOROLAS, ATLAGOK ATLAGA

MINTAPELDA:

A tdblazatban ezresekre kerekitve megadtak egy viros lakoinak életkor és nem szerinti megoszlasat. A varos legiddsebb

embere 93 éves.

Eletkor 0-9 10-19 20-29 30-39 40-49 50-59 60-69 70-93
Nék (ezer £6) 7 9 10 10 12 11 10 12
Férfiak (ezer 8) 8 10 11 10 10 8 7 7

a) Hany no6 és hany férfi él ebben a varosban?
b) Készitsiink az adatok alapjan oszlopdiagramot!

c) Szamitsuk ki a varos lakosai életkoranak atlagat!

A tablazat életkoruk szerint nyolc osztilyba sorolta a varos lakosait. Az elsé osztaly hatdrai a 0 és a 9, a masodik osztaly
hatarai a 10 és a 19, végiil a nyolcadik osztaly hatdrai a 70 és a viros legidésebb lakosdnak életkora, azaz 93.

(A hivatalos felmérésekben az ilyen tipusi osztilyba sorolds dgy térténik, hogy példaul 9 éves az, akinek a felmérés évében van a tizedik sziletésnapja,
25 éves az, akinek a felmérés évében van a 26. sziiletésnapja és igy tovibb.)

Megoldds
a) Andkszama 7+ 9+ 10+ ... + 12 = 81 ezer, a férfiaké 8 + 10 + 11 + ... + 7 = 71 ezer. (Ezek természetesen kerekitett
értékek.)

b) A diagram vizszintes tengelyén az osztalyokat, figgoleges tengelyén az adott osztalyba tartozo lakosok szamat tiintetjiik fel.

ezer (6 A

12 + ] nik

I férfiak

0 4 " 4 " + " +
0-9 10-19 20-29 30-39 40-49 50-59 6l-69 70-93
életkor (év)
c) Az atlag kiszamitasanal gyakran hasznalt (kdzelitd) modszer az, hogy az egyes emberek valodi életkora helyett osztaly-
kozepekkel szamolunk. Az osztilykozép az adott osztily két hataranak a szamtani kézepe.

Az atlag kiszamitasahoz tehat ezt a gyakorisagi tablazatot hasznaljuk:

Eletkor 4,5 14,5 24,5 345 44,5 54,5 64,5 81,5
Lakosok szdma (ezer {) 15 19 21 20 22 19 17 19

Az életkorok sulyozott szamtani kézepe:
4,5-15+14,5-19 4 24,5-21 + 34,5-20 + 44,5- 22+ 54,5-19 4+ 64,5-17 + 81,5-19 _ 6207
15419421 +20+4+224+19+17 +19 152

~ 40,8 (év).

A varos lakosai életkoranak atlaga tehat koriilbeliil 41 év.
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Megjegyzések

1. Feladatunkban egy varos lakossagat osztalyokba soroltik. Vegyiik észre: minden lakos benne van az egyik osztilyban,

de egyik lakos sincs benne két kiilonb6z6 osztalyban!
2. Az osztalyba sorolt adatok atlaganak kiszamitdsa természetesen nem feltétleniil adja ugyanazt, mintha minden egyes
ember életkorat megkérdeztiik volna, majd a 152 ezer szam Gsszegét elosztottuk volna 152 ezerrel.
A statisztika olykor megelégszik a kevésbé pontos értékekkel is, foleg ha
- a pontos értékek meghatdrozasa tulsagosan idéigényes (példaul azért, mert a 152 ezer szamot be kell gépelni a szami-
togépbe) vagy

- til sokba kertil, és nem ,,tériil meg” a pontossiggal nyert tébbletinformacid.

2. PELDA:
Bencének az egyik hazi feladatdban ki kellett szamitania az
5,7, 2, 3, 4 szamok atlagat. Bence jo fejszamolo, ezért igy

»gyorsitotta meg” a megoldast:

7
Az 5ésa7 atlaga 6 (mert = 6),a2, 3, 4 szamok atlaga

2+3+4
pedig 3 (mert T = 3). Tehat az 5, 7, 2, 3, 4 szdmok

3 = 4,5).

atlaga 4,5 (mert a 6 és a 3 dtlaga 6+

Az iskolaban meglepodve tapasztalta, hogy masoknak nem

. as A ¥ ¢ ki)
ugyanez ,,jott ki”. J6-e Bence »ZYOrs modszere”?

Megoldds

Bence gyors munkaja sajnos hibas volt.
5+7+24+3+4

Ki kellett volna szamolnia az T tort értékét,
ami 21 = 4,2
5
547 2+3+4

Ehelyett Bence ezt szamolta ki: ( 5 + 3 ] : 2,
Ezt kozos nevezore hozds utan igy irhatjuk:
3-5+3-7+2-2+2-3+2-4 E_E_qu

12 12 2
, . 5+ 7+2+4+3+4
és ez nem egyenl6 az ———————— torttel.

Bence az 6t szam dtlaga helyett az 6t szdmbol képzett két
csoport atlaganak atlagat szamitotta ki, igy hibas ered-
ményt kapott.

Akkor kapott volna helyes eredményt, ha az dtlagok sulyo-
zott atlagaval szamolt volna, tehat figyelembe vette volna,

hogy 2 db szam atlaga volt 6, és 3 db szam atlaga volt 3:
2.6+33 _21 _,,

5 5
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VELETLEN? — RELATIV GYAKORISAG

Ha egy kisérletet, megfigyelést n-szer végeztiink el, és k-szor kaptunk meg egy eredményt, akkor azt mondjuk, hogy ennek

az eredménynek a gyakorisaga k, a relativ gyakorisaga pedig ﬁ,
n

(Itt az n pozitiv egész szdm, a k nemnegativ egész szam, és k = n.)

A relativ gyakorisag jobban jellemzi az eseményt, mint a gyakorisag, mert azt mutatja meg, hogy az esetek hdnyadrészében

kaptuk meg a vizsgalt eredményt.

FELADATOK:

=, a) Minden par dobjon fel 50-szer egy szabalyos

: P ) gy Y
pénzdarabot! Szamoljatok ossze a fejek gyakori-
sagat, majd szamitsatok ki a fejek relativ gyakori-

sagat!

Dobasok Fejek gyakorisaga Fejek relativ gyako-
szama 50 dobasbol risaga 50 dobasbol

50

b) A tobbi par eredményét figyelembe véve készitse-
tek egy Osszesitd tablazatot 50, 100, 150, ..., 400
dobas esetén a fejek gyakorisagarol! Szamitsatok
ki az eredményekhez tartozo relativ gyakorisago-

kat!

Dobasok sza- Ebbdél a fejek  Fejek relativ
ma Osszesen  gyakorisaga  gyakorisaga

1. 50
2. 100
3. 150

c) Készitsetek diagramot arrol, hogyan valtozott az
Osszesités soran a dobott fejek szamanak relativ
gyakorisaga!

e) Mit fejez ki az a hétkoznapi kijelentés, hogy ha
egy szabdlyos pénzérmét feldobunk, akkor 0,5
annak a valdszintisége, hogy a dobas eredménye
fej lesz? Hogyan tamasztja ald a kisérlet ezt a kije-

lentést?
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Megoldds:

a)ésh)

Dobasok szama Ebbdl a fejek  Fejek relativ
Osszesen gyakorisaga  gyakorisaga

1. 50 24 0,48

2. 100 49 0,49

2 150 69 0,46

4, 200 93 0,47

5. 250 116 0,46

6. 300 148 0,49

7. 350 172 0,49

8. 400 201 0,50

c)

2 1,001

B 0,90

£ 0,80

s 0,70

;’_f’ 0,60

E: ﬂ,SU'—;—W'_.——".—

2 0,40 :

40,30

=0,20

E 0,10

_g 0,00 T T T T T T T 1
a0 g 150 200 250 300 350 400

dobisok szdma
e)

1. Mit fejez ki a 0,5-0s érték?
A 0,5 (vagy 50%) az ugynevezett elméleti valosziniliség. Ez egy modellszer( varakozas, ami

két dolgon alapul:
« Kimenetelek szama: Osszesen kétféle eredmény lehetséges (fej vagy iras).

» Szimmetria: Feltételezziik, hogy az érme ,szabalyos”, tehat nincs sulyozva egyik oldalra

sem.

A klasszikus valosziniisegi modell szerint:

kedvezo kimenetelek szama

P(esemény) = = = : .
( y) osszes lehetséges kimenetel szama

Ebben az esetben: P(fej) = § = 0, 5.

2. Hogyan tamasztja ala a kisérlet a kijelentést?

A kisérleti tapasztalat és az elmélet kozotti hidat a nagy szamok térvénye alkotja. Ha elkezded

feldobni az érmét, a kdvetkezdket fogod tapasztalni:
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* Rovid tavon (par dobas): Az eredmeny szinte barmi lehet. Dobhatsz egymas utan 3 fejet

is, ekkor a fej relativ gyakorisaga 1,0 (100%), ami tavol all a 0,5-t6l.

* Hosszu tavon (sok ezer dobas): Ahogy no a kisérletek szama, a fej dobasok aranya (a

relativ gyakorisag) egyre kozelebb fog kertlni a 0,5-h6z. Ez a , kisimulasi effektus” igazolja

az elmeéleti varakozast.

Hires torténelmi példak:
Tobb matematikus is végzett unalmas, de tanulsagos kisérleteket ennek igazolasara:

* Georges-Louis Leclerc (Buffon): 4040 dobasbol 2048 lett fej (relativ gyakorisag:
0,5069).

» Karl Pearson: 24 000 dobasbol 12 012 lett fej (relativ gyakorisag: 0,5005).

2 = a) Minden pdr dobjon fel 50-szer 3 kiilonb6z6 pénzdarabot (pl. egy 5 forintos, egy
10 forintos és egy 20 forintos érmét), és minden dobas utan huzzon egy vonast
a megfelel6 cellaba! Az elso betti az 5 forintoson, a masodik a 10 forintoson, a
harmadik beti pedig a 20 forintoson lathato képet jelzi, ez minden esetben fej
(F) vagy iras (I) lehet.

FFF FF1 FIF IFF FII IFI ITF 111 Osszesen

b) Keészitsetek osszesito tablazatot az 50 dobas eredményérdl:
A kisérlet kimenetele FFF FFI FIF IFF FII IFI I1F I11
Gyakorisag
Relativ gyakorisag

¢) Mennyi a valészinlisége annak, hogy a harom dobas koziil legalabb egy fej?

Megoldds:
a) ésb)
A Kisérlet kimenetele FFF FFI FIF IFF Fll IFI IF i
Gyakorisag 6 7 5 8 6 7 6 5

Relativ gyakorisag 0,12 0,14 0,10 0,16 0,12 0,14 0,12 0,10
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<)
A kedvezé esetek: FFE, FFl, FIE, IFF, FII, IFI, IIF, ezek szama 7,
igy:

P(legalabb egy fej) = %

A kedvezé elemi eseményeket konnyebben 6sszeszamolhatjuk a kovet-
kez6képpen: Gsszesen 8 eset van, ebbdl csak akkor nem kovetkezik be
a legaldbb egy fej” esemény, ha mindhdrom érmével irast dobunk,
vagyis |-szer. Igy a kedvezé esetek szama: 8 - 1 = 7.

* ¢ o
A kedvezé esetek osszeszamlialasa konnyebb volt, ha az esemény he-

lyett annak komplementerét vizsgiltuk, ez tobb feladatndl hasznos
lehet:

P(A)=1-P(A).
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MEGISMERHETO VELETLEN

Véletlen jelenség, véletlen kisérlet

A valdszinliségszamitis véletlen jelenségekkel, helyzetekkel foglalkorik. Amikor egy ilyen véletlen jelenséget megfigye-
liink (és feljegyezziik annak kimenetelét), akkor véletlen kisérletet végziink.

Példdul:

Két dobdkocka feldobisa egy véletlen jelenség. Véletlen kisérletet végzek, amikor konkrétan feldobok egy fehér és egy

tekete dobdkockat, és meghgyelem a dobas eredményét. A kisérlet kimenetele, hogy mennyit dobtam a fehér, és mennyit
dobtam a fekete kockdval.

Elemi események

Egy véletlen kisérlet lehetséges kimeneteleit elemi eseményeknek nevezziik.

Példdul:

Egy fehér és egy fekete dobdkockdval dobva egy elemi esemény, ha a fehér kockdval 3-ast, a fekete kockdval 4-est dobunk.
Ebben a véletlen kisérletben 36 killdnbizd elemi esemény kiwetkezhet be.

Véletlen kisérletek és relativ gyakorisdg
Azt tapasztaljuk, hogy ha a véletlen kisérletet nagyon sokszor, azonos kiriilmények kizint végezziik el, akkor egy konkrét
kimenetel relativ gyakorisiga egy jol meghatirozott érték kizelében ingadozik.

Példdul:
Ha egy pénzérmét nagyon sokszor feldobunk, akkor annak a relativ gyakorisiga, hogy a dobds eredménye fej, virhatban
0,5 kozelében lesz.

Valoszinliség

Ha egy véletlen esemény sordn az elemi események egyforman valdszinlek (és a lehetséges elemi események szama vé-
ges), akkor az esemény valdszindségét dgy szdmolhatjuk, hogy a kedvezd elemi események szimat elosztjuk az Gsszes
elemi esemény szdmaval.

A valdszinlség jele P (a latin probabilitas sz kezddbetije, ami valoszindséget jelent).

Példdul:
- Ket pénzérmeét feldobva mennyi annak a valbszintisége, hogy mindkét érmén fej lithatd? Azt gondolhatnink, hogy

3 kimenetel van: mindkét érmén fej, mindkét érmén irds, illetve egyiken fej és masikon {rds, {gy a valdszinliség % De

ezek nem egyformin valdszind elemi események! Az Legyik fej, masik irds” kimenetel kétféle modon valbsulhat meg:
lehet az elst fej és a mdsodik irds, és lehet forditva, az elsd irds és a masodik fej. Akkor irunk fel egyenléen valdszind
elemi eseményeket, ha ezeket megkiilonbéztetjik. Egyenlden valoszind elemi események tehdt: FE, FI, IF 11, ez dsszesen

4 lehetbség. Ebbal 1 a kedvezd, ezért a valbszintiség % Ha a kisérletet nagyon sokszor elvégezzik, akkor azt tapasztal-

juk, hogy a relativ gyakorisag is 0,25 kozelében lesz. Az elbzd két modell kizitt az a killonbség, hogy az egyikben a két
pénzérmét egyformanak gondoljuk, a masikban megkiilonbéztethetdnek. A kisérleti tapasztalatok azt mutatjak, hogy
megkillonbiztethetdk. gy a valosdgot a masodik modell irja le.

- Két dobdkockaval dobwva 3 olyan elemi esemény van, amikor a dobott szdmok Gsszege 10 (fehér hatos és fekete négyes,
fehér otos és fekete Gtis, fehér négyes és fekete hatos). Ezért annak a valdszintlisége, hogy a dobott szdmok Gsszege
10, tgy szamolhatd, hogy a kedvezd elemi

események szdmit (3) osztjuk az dsszes ele- ( Ha az elemi események egyforman va]:':-ﬁzinﬁck]
mi esemény szdmdval (36). A valdszintség:

31 ',
s 12

Gg:;‘ escmiény valdoszinisége =

kedvezd elemi események ﬂém?

bsszres elemi CECIMENY S2dIma
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FELADATOK:

1. PELDA:

Egy dobdkockaval dobunk, és vizsgéljuk a dobott szamot. Mekkora annak
az eseménynek a valdszinlsége, hogy a dobott szam 2-nél nagyobb?

Megoldds:

H={1,23,4,5, 6}, véges sok elemi esemény van, melyek a tapasz-
talat szerint egyforman valészindek, igy a klasszikus modell
alkalmazhat6 a valészinliség kiszamitasdra.

Az Osszes elemi események szama: n = 6, A = {3, 4, 5, 6}, igy
a kedvezé elemi események szama: k = 4, tehat

4
P(A)====.
(A) g

2. PELDA:

Egy sérga és egy piros dobokockat feldobunk, és a dobott szdmokat
osszeadjuk. Mi a valészinlsége, hogy az dsszeg 7?

Megoldas

A két kiilonbozé kockidval valé dobis lehetséges eredményeit
szemléltessiik egy négyzettel, amelyet vizszintesen és fliggSlegesen is
hat egyenl6 részre osztunk. Az oszlopok jelentsék sorban azt, hogy a
sarga kockaval 1, 2, 3, 4, 5, 6-ost dobunk, az egymas alatti sorok
pedig azt, hogy a piros kockaval 1, 2, 3, 4, 5, 6-ost dobunk. Igy a két
kockival osszesen 36-féle szampirt dobhatunk, az osszes elemi
események szama: 36.

XN OO,
O | o N o
@

10
9 110| 11
7189101112

a kis négyzetekbe beirtuk a dobott szamok dsszegét, igy lit-
hat6, hogy az 6sszeg 6-féleképpen lehet 7. Tehat annak a valészind-
sége, hogy a két kockival dobott szimok osszege 7:

6 |1

P(T)=—=-—.
CI %6 5

DO s W N
~N | OO el w
oINS OB
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